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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ  
В САПР РАВНОНАПРЯЖЕННЫХ ДЕТАЛЕЙ МАШИН 
 
Встановлено, що у корпусах апаратів, працюючих під тиском, найбільш слабким 
елементом є плоске днище, у зв'язку з чим доводиться збільшувати його товщину в 3 – 5 разів у 
порівнянні з товщиною стінки. Запропоновано метод проектування равнонапряженных вузлів 
циліндричних резервуарів, що містять плоскі круглі пластини змінної товщини, форма 
діаметральних перерізів яких моделюється рівнянням Гаусса. Метод випробуваний у реальному 
проектуванні з позитивним техніко-економічним ефектом. 
Ключові слова: метод проектування, циліндричні резервуари 
 
Установлено, что в корпусах аппаратов, работающих под давлением, наиболее слабым 
элементом является плоское днище, в связи с чем приходится увеличивать его толщину в 3 – 5 
раз по сравнению с толщиной стенки. Предложен метод проектирования равнонапряженных 
узлов цилиндрических резервуаров, содержащих плоские круглые пластины переменной 
толщины, форма диаметральных сечений которых моделируется уравнением Гаусса. Метод 
испытан в реальном проектировании с положительным технико-экономическим эффектом. 
Ключевые слова: метод проектирования, цилиндрические резервуары 
 
It is established that in the casing of the apparatus, pressure of the weakest element is the flat 
bottom, therefore it is necessary to increase its thickness in 3-5 times in comparison with the wall 
thickness. The proposed design method is equally stressed nodes of cylindrical tanks comprising a flat 
circular plate of variable thickness, the shape of the diametrical sections which is modeled by the 
equation of Gauss. The method is tested in real design with a positive technical and economic effect. 
Keywords: design method, cylindrical tanks 
 
Постановка проблемы и ее связь  
с важнейшими научно-практическими заданиями 
В процессе создания новых деталей машин проектировщик должен 
всегда стремиться к максимальной эффективности проекта. Одним из 
составляющих такой эффективности является требование 
равнонапряжённости деталей, обеспечивающее максимальное значение 
отношения «сопротивление/масса» и, соответственно, минимальную 
материалоемкость изделия в целом. 
К сожалению, добиться полного равенства напряжений во всех точках 
детали невозможно даже для статической задачи. Это объясняется различным 
влиянием нагружения на отдельные элементы деталей сложной формы, 
неоднородностью их материала и другими конструктивными и 
технологическими особенностями. 
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Поэтому любая попытка проектирования равнонапряженных деталей 
будет лишь способом приблизиться к максимуму эффективности. Известно, 
что, например, в корпусах аппаратов, работающих под давлением, наиболее 
слабым элементом является плоское днище, в связи с чем приходится 
увеличивать его толщину в 3 – 5 раз по сравнению с толщиной стенки. 
Настоящая статья представляет собой попытку решить эту проблему за счет 
варьирования одной из основных конструктивных характеристик – толщины 
плоского днища резервуара, нагруженного внутренним давлением. 
Анализ последних исследований и публикаций 
Большинство машиностроительных деталей и узлов содержат 
технологические полости и отверстия, непосредственно не необходимые для 
выполнения этими деталями своих функциональных «обязанностей» и 
придающие этим деталям причудливые, зачастую нетехнологичные формы. 
Конструкторы, например, зачастую интуитивно заменяют в объектах 
проектирования круглый сплошной прокат на трубу, круглую трубу на 
эллиптическую, удаляют часть «тела» зубчатых колес, конструкционных 
панелей и многое другое [1]. 
Наиболее ярко это проявляется в деталях, предназначенных для 
объектов транспорта: сложные формы деталей фюзеляжа самолетов и ракет 
[2], кузовов автомобилей [3]. От правильно рассчитанной формы зависит 
надежность ответственных деталей – лопаток турбин [4] и многое другое. 
Цель такого усложнения – получить равнонапряженную деталь или узел, что, 
как известно [5, 6], позволяет получить наиболее благоприятное соотношение 
масса детали / ее НДС. 
Еще одним примером таких конструкций являются сосуды, работающие 
под давлением, их корпуса и днища [7]. Наиболее распространенными 
элементами существующих корпусных конструкций сосудов являются 
пластины и оболочки постоянной толщины. В большинстве случаев поля 
возникающих в них напряжений являются существенно неоднородными [8]. 
Следовательно, практически невозможна минимизация массы корпусных 
конструкций без использования в них элементов переменной толщины. В 
некоторых случаях находят паллиативное решение этой проблемы, например, 
стенки крупных вертикальных цилиндрических резервуаров для хранения 
нефтепродуктов изготавливают со ступенчато изменяющейся толщиной [9, 
10]. Подобное решение также должно основываться на расчете пластин 
переменной толщины, контур которых упруго крепится к цилиндрической 
стенке. 
По условиям нагружения таких объектов наиболее напряженным 
участком являются места стыка (чаще всего, сварки) обечайки и днища [11]. 
Прочностные расчеты показывают, что именно в этом месте толщина днища 
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должна быть наибольшей, что приводит к весьма нетехнологичному 
решению: изготавливать днища сосудов в виде круглых пластин с 
переменной от центра к краю толщины [12 - 14].  
Конструкция такого сложного изделия получается в результате сложных 
расчетов по уравнениям сопротивления материалов, представляющим собой 
неоднородные дифференциальные уравнения второй степени [15]. Решение 
таких уравнений для конкретных объектов записывают в виде суммы общего 
и частных решений, то есть оно состоит из двух линейно независимых 
функций [16]. 
Однако, такие подходы не обеспечивают оптимизацию конструкций 
сосудов, так как получаемые при этом детали и узлы равного напряжения еще 
не гарантируют одновременного достижения минимальной массы будущего 
объекта [17]. В то же время, существует математический аппарат 
гипергеометрических функций, с помощью которого подобная проблема 
может быть решена [18, 19]. 
Для одновременного достижения равнонапряженности и минимальной 
массы необходимо разработать новый метод, учитывающий такую 
постановку эффективной оптимизации и модель изгиба пластин разной 
толщины, необходимую для реализации этого метода. 
Цель работы 
Целью настоящего исследования является снижение металлоемкости 
конструкций на этапе автоматизированного проектирования путем создания 
равнонапряженных конструктивных элементов при сохранении показателей 
их надежности за счет рационального перераспределения используемых 
материалов внутри элемента. 
Для достижения этой цели в работе были поставлены и решены 
следующие задачи: 
– разработать метод оптимизации формы круглой пластины переменной 
толщины, заключающийся в переходе от фиксированной толщины пластинки 
в ее центре к ее фиксированному объему; 
– разработать модель изгиба круглой пластины переменной толщины в 
виде экспоненциальной функции Гаусса, учитывающую зависимость 
толщины в центре пластинки от ее объема. 
 
Изложение основного материала 
 
Метод проектирования формы равнонапряженных узлов 
сопряжения конструкционных элементов. 
Рассмотрим круглые пластинки радиуса R, поверхности которых одна 
плоская и одна вогнутая (рис. 1, а), либо обе – вогнутые (рис. 1, б).  
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Рисунок 1 – Круглая пластина переменной толщины, защемленная по контуру 
r=R: а – плоско-вогнутая форма диаметрального сечения; б – двояковогнутая форма  
 
Изменение толщины пластинки в радиальном направлении r в 
достаточно общем случае можно описать функцией Гаусса [8]: 
 
)6exp()( 220 Rnrr   ,    (1) 
 
где: δ0 – толщина пластины в центре при r=0.  
Параметр n в уравнении (1) определяет интенсивность изменения 
толщины круглой пластины в радиальном направлении. В окружном 
направлении толщина остается постоянной, т.е. форма пластины 
предполагается осесимметричной. 
Плоско-вогнутая форма сечения пластинки получается, если δ(r) 
откладывать от плоской нижней поверхности, двояковогнутая – если по обе 
стороны от плоскости z=0 откладывать размеры 0,5δ(r). Получаемая форма 
диаметрального сечения является общей, так как функцией (1) при 
положительных значениях параметра n могут быть описаны также и 
пластинки с выпуклыми поверхностями (кривые 4 и 5, рис. 2). 
Формы поверхностей с параметром n<0 можно рекомендовать для 
круглых пластин, изгибаемых поперечной нагрузкой p при жестком 
защемлении их контура, когда на контуре действует максимальный 
изгибающий момент (рис. 1, б). При шарнирном закреплении контура 
максимальный изгибающий момент возникает в центре пластины, и 
предпочтительной становится форма с максимальной толщиной в центре. 
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Рисунок 2 – Графики зависимости толщины круглой пластины от её 
относительного радиуса /x r R  при δ0=10 мм для некоторых значений параметра n: 
n= –3 (1); n= –2 (2); n= 0 (3); n= +2 (4); n= +3 (5) 
 
Для жестко защемленной пластинки эта цель достигается перемещением 
материала из недогруженной центральной зоны к периферии при сохранении 
постоянным объема пластины
 0
V . Формула, определяющая изменение 
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Второй сомножитель в (2) имеет неопределенность при n=0. Для этого 
значения следует принять 
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Изменение толщины в радиальном направлении, определяемое 
функцией (2) для некоторых значений параметра n≤0 представлено на рис. 3. 
Дифференциальное уравнение осесимметричного изгиба такой пластины при 
равномерно распределенной нагрузке (давлении) р относительно угла 
поворота нормали к срединной поверхности φ имеет второй порядок [5]: 
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Рисунок 3 – Графики зависимости толщины круглой пластины от её относительного 
радиуса /x r R  при V0/(πR
2)=10 мм для некоторых значений параметра n: n= 0 (1); 
n= –2 (2); n= –4 (3); n= –6 (4); n= –8 (5) 
 
Содержащийся в правой части (4) безразмерный параметр p  зависит от 
принятой математической модели диаметрального сечения пластины: 
– при уравнении формы пластины в виде (1) имеем: 
3
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– при уравнении формы пластины в виде (2) имеем: 
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где p – интенсивность равномерно распределенной нагрузки; Е, μ – 
модуль упругости и коэффициент Пуассона материала пластины. 
Интеграл неоднородного уравнения (2) состоит из двух слагаемых, 
частного и общего решений.  
Частное решение выглядит следующим образом: 

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где p  определяется формулой (5) или (6), в зависимости от способа 
задания формы диаметрального сечения пластины. 
Общее решение однородного уравнения (4) (при равенстве нулю правой 
части) задано в [5] степенным рядом, что при практических расчетах 
представляет определенные вычислительные трудности. В работе решение 
однородного уравнения представлено с помощью вырожденных 
гипергеометрических функций Уиттекера Mk,γ(z), Wk, γ(z) [17]: 
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где k=(1–μ)/2, γ=1/2; С1 и С2 – произвольные постоянные.  
Собственные функции решения (8) равны: 
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Примеры графиков функций (9) и (10) при значениях n = 3 и 
коэффициенте Пуассона μ = 0,3 представлены на рис. 4. 
Функция F2(x) неограниченно возрастает при x → 0, поэтому для 
круглой пластины принимали в (5) C2=0. Для кольцевой пластины константы 
C1 и C2 могут быть определены из граничных условий. 
Функции Уиттекера в некоторых случаях усложняют анализ получаемых 
решений, поэтому нами предложено заменить их функциями Куммера [16, 19]:  
 
 
 
Рисунок 4 – Примеры графиков собственных функций (9) и (10) 
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После подстановки функций (11) и (12) в (8) получаем:  
1 2 2 2
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2 2 2 2
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.  (13) 
При приведенных выше значениях параметров γ, k и частном решении 
(7) угол поворота нормали к срединной поверхности пластинки определяется 
в виде: 
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Решение в форме (11) может быть использовано для кольцевых 
пластинок, т.е. в тех случаях, когда относительный радиус их контуров 
1 1x x  . Для сплошных пластинок, например, для днища или крышки 
цилиндрического сосуда, нужно принимать C2=0, т.к. решение с функцией 
Куммера второго рода 
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 неограниченно возрастает при 
x→0. Следовательно, решение задачи изгиба сплошной круглой пластинки 
переменной толщины будем искать в виде:  














 

2
exp
)3(2
1
;2;
2
1
2
)(
2
2
1
nx
n
xp
nxM
nx
Cx


 .             (15) 
Очевидно, что решение (15) удовлетворяет необходимому условию 
0
0
x


 . Если зависимость угла поворота нормали к срединной поверхности 
пластинки φ(x) определена, то уравнение этой поверхности найдем 
интегрированием: 
  21 1 2
0 0 2
( ) ( ) exp(0,5 )
( ) ( )
(1 )(3 ) (3 )
C R F x F x pRx nx
w r R x dx C C
n

  

     
  
,     (16) 
где  
 







 

2
2
;2;
2
1
)3(2)4(3)(1
nx
MnxxF

 ,                    (17) 
 







 

2
;2;
2
3
)2(3)(
2
2
nx
MxF

 .                             (18) 
Перейдем далее к моделям, содержащим нагруженные пластины. В этом 
случае радиальный и окружной изгибающие моменты определяются 
формулами: 
1( ) ( ) ( )r
D x d x
M x
a dx x
 

 
  
 
,                                      (19) 
1( ) ( ) ( )
t
D x x d x
M
a x dx
 

 
  
 
.                                      (20) 
где цилиндрическая жесткость пластинки с переменной толщиной, 
соответствующей  (1), имеет вид: 
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3 2
0
1 2
( ) exp
212(1 )
E nx
D x


 
  
  
.                                     (21) 
В результате получаем формулу для радиального изгибающего момента 
(14). Производная функции (12) выглядит следующим образом: 
2 2 2 2
1
3 1 (1 )
(1 ) ,2, ,2, exp
2 2 2 2 2 (3 ) 2
d n nx nx p nx nx
C M M
dx n
  
 

        
         
      
(22) 
Учитывая (12) и (22), найдем 
2 2 2
1
1 2 1
( ) (1 )
exp
2 (3 ) 2
r
D x n x p x nx nx
M C M M
an n


       
        
      
         (23) 
где:  
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2
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  
Из (13) и (18) получены выражения для угла поворота нормали и 
изгибающего момента на контуре пластинки  


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
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
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
2
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)1( 1
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nM
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


 
,                    (24) 
2
2
1 2 1(1) (1) (0,5 ) (1) exp
(3 ) 2
r
D px n
M C M n M
a


  
           
.           (25) 
Для конструирования равнонапряженной пластины после определения 
изгибающих моментов (19) и (20) вычисляются радиальные напряжения: 
6 ( )
( )
( )
r
r
V
M x
x
x


 .                                                  (26) 
Затем находим значение параметра n, при котором: 
(0) (1)r r  .                                                  (27) 
Постоянную интегрирования С1 определяем из условий закрепления 
пластины по контуру х = 1.  
 
Модель изгиба круглой пластины переменной толщины 
Работа метода начинается с построения модели изгиба круглой пластины 
переменной толщины. Предложенная модель в виде экспоненциальной 
функции Гаусса позволяет определять оптимальную (равнонапряженную, 
минимальной массы) форму сплошной круглой пластины с произвольным 
закреплением по внешнему контуру. Рассмотрим абсолютно жесткое 
закрепление. Найдем для этого случая постоянную интегрирования С1 из (24) 
при условии закрепления пластинки на контуре х = 1: 
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 
 1 2
exp 0,52
0,5(1 ), 2; 0,5(3 )
np
C
M nn 
 

                             
(28) 
Подставляем найденное по (28) значение С1 в (24) и получаем решение 
для жесткого закрепления: 
 
 
 
2 2
2
0,5(1 ),2;0,5exp(0,5 )
( ) 1 exp
(3 ) 0,5(1 ),2;0,5 2exp(0,5 )
M nxpx n nx
x
n M nnx


 
   
     
     
.    (29) 
 
Для подтверждения адекватности модели жесткого закрепления в виде 
экспоненциальной функции Гаусса провели вычислительный эксперимент.  
В результате эксперимента получили, что функция угла поворота φ(х) 
при любом значении параметра n при х = 0 и при х = 1 равна нулю. Это 
соответствует граничным условия жесткого закрепления при 
осесимметричном деформировании пластины, что подтверждает адекватность 
принятой модели и обеспечивает возможность ее корректного использования 
в методе оптимизации формы круглой пластины переменной толщины. 
Выводы 
Положительный эффект исследования вытекает из практического 
внедрения его результатов в реальном САПР, действующем на производстве 
сосудов, работающих под давлением. Для этого на ПАО «Бердичевский 
машиностроительный завод «Прогресс» были проведены испытания метода 
проектирования равнонапряженных узлов сопряжения цилиндрических и 
плоских корпусных элементов на основе моделирования формы последних 
гипергеометрическими функциями.  
В качестве объекта проектирования был выбран бак БСК 16. В 
результате практических испытаний установлено, что при переходе к новым 
методам проектирования металлоемкость бака снизилась на 7,15 % при 
сохранении прочностных характеристик основных деталей и узлов. 
Перспективы дальнейшего развития 
Перспективы дальнейшего развития вытекают из подтверждения 
эффективности использования метода оптимизации формы круглой пластины 
переменной толщины, заключающегося в переходе от фиксированной 
толщины пластинки в ее центре к ее фиксированному объему.  
Перспективной является также модель изгиба круглой пластины 
переменной толщины в виде экспоненциальной функции Гаусса, 
учитывающая зависимости толщины в центре пластинки от ее объема, 
используемая в рамках предложенного метода. 
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